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Estimation of the Vector Autoregressive Model with the 
Multivariate Skew Normal Distribution for the Shocks: 

Application to Two Real-World Datasets 

Abstract  
Modeling plays a crucial role in economic and financial research, 
forming the foundation for analysis, decision-making, policy 
development, and planning. Assumptions made during the modeling 
process are particularly important for estimation and forecasting, as 
they can significantly influence the results. One of the most widely used 
classical time series models is the autoregressive model, in which 
current values are expressed as a finite linear combination of past 
values. However, in real-world scenarios, many variables interact with 
each other. To capture these interdependencies, vector time series 
models-an important class of multivariate time series models-are 
employed. The vector autoregressive (VAR) models are commonly 
used in economic and financial modeling. VAR models are typically 
formulated assuming that the shocks (or noise terms) follow a normal 
distribution. However, in economic and financial contexts-particularly 
in macroeconomics-shocks do not often follow a symmetric 
distribution. The present article focused on a VAR model in which the 
shocks follow a multivariate skew normal (MSN) distribution. The 
expectation conditional maximization (ECM) algorithm were used to 
estimate the model parameters. Finally, using real-world datasets from 
Canada and Iran-where the shocks exhibit skewness-the study found 
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that the VAR model with MSN-distributed shocks is more efficient than 
the VAR model with multivariate normal distribution for shocks. 

1. Introduction 
The multivariate normal distribution is commonly used to model shocks 
in VAR models. However, in fields such as economics, finance, the 
stock market, and medicine, various factors can introduce skewness 
(asymmetry) into the shocks, resulting in non-symmetric distributions. 
In such cases, the normal distribution becomes an inappropriate choice. 
To address this, the multivariate skew distribution-which accounts for 
asymmetry-should be used for modeling shocks. Despite its relevance, 
this approach has received limited attention in previous research. The 
family of multivariate skew distributions is broad and complex, posing 
practical challenges. The present study aimed to test the VAR model in 
which the shocks follow a multivariate skew normal (MSN) 
distribution, using the real-world datasets from Canada and Iran. 

2. Materials and Methods 
Consider the VAR model of order p: 
V AR(𝑝) :     𝒴t = ν + A1𝒴t−1 + A2𝒴t−2 +  … + Ap𝒴t−𝑝 + εt 

𝜈 = [

𝜈1 𝑡
𝜈2 𝑡

⋮
𝜈𝑘 𝑡

] , 𝒴𝑡 = [

𝑦1 𝑡
𝑦2 𝑡

⋮
𝑦𝑘 𝑡

] , 𝐴𝑖 = [

 𝑎11,𝑖 ⋯ 𝑎1 𝑘 ,𝑖

⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑘 1 ,𝑖 ⋯ 𝑎𝑘 𝑘 ,𝑖

] ,     

𝜀𝑡 = [

𝜀1 𝑡
𝜀2 𝑡

⋮
𝜀𝑘 𝑡

]            𝑖 = 1, ⋯ , 𝑝 

where   𝜀𝑡  
𝑖𝑖𝑑
~

  𝑀𝑆𝑁(𝑜,  ⅀, 𝑆 ),  o is location parameter, ⅀ is the 

scale parameter, and S is the skew parameter. Its density function is 
given by: 

𝑓(𝜀𝑡) = 2𝑘  𝝓𝒌(𝑜, Ω) 𝜱(𝑆′Ω−1𝜀𝑡; 0, 𝛥) 

where Ω = ⅀ + 𝑆𝑆′ , Δ = (I + 𝑆′⅀−1𝑆)−1 = I − 𝑆′Ω−1 𝑆, S=diag(s1, 
s2 , … , sk), and  𝜙𝑘(∙ , ∙) denotes density function of MN, while 𝛷(∙ , ∙) 
denotes the standard cumulative distribution function.  

To find the maximum likelihood estimates of the parameters requires 
derivatives of the log-likelihood function; however, these derivatives 
do not have closed-form expressions. Therefore, they must be 
approximated using numerical methods. The maximum likelihood 
estimators were obtained via the expectation conditional maximization 
(ECM) algorithm. Based on the hierarchical representation of the 
multivariate skew normal distribution, we have: 
𝜀𝑡  | 𝐻𝑡 = ℎ𝑡   ~ 𝑀𝑁𝑘  (𝑆 ℎ𝑡, ⅀) 
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  𝐻𝑡~ 𝑇𝑁𝑘 (o, I)  𝐼(ℜ+ 
𝑘 ) 

𝐻𝑡| 𝜀𝑡    ~ 𝑇𝑁𝑘  (𝑆′Ω−1𝜀𝑡;  𝛥, ℜ+ 
𝑘 ) 

The logarithm of the conditional likelihood function in VAR(p) can 
be formulated as: 
Ln L (Θ |ε, H ) = ℓ(Θ |ε, H )  

∝  −
𝑇

2
  𝐿𝑛 | ⅀ |  −

1

2
 ∑ ( Yt − ∑ AjYt−j

p

j=1

− Sht )

′

  ⅀−1 ( Yt − ∑ AjYt−j

p

j=1

T

t=1

− Sht ) −
1

2
 ∑ h′

t ht  

T

t=1

             

where 𝛩 = (𝐴1, … , 𝐴𝑃, ⅀ , S). The expectation of the logarithm of the 
conditional likelihood is denoted by Q( Θ |Θ(𝑘)) = E (ℓ (Θ|y)) ≡

E (ℓ (Θ|ε)), and the steps for the maximizing Q( Θ |Θ(𝑘)) are as below: 

• Step 1: Assuming no skewness, estimate the initial values for 
the coefficients and scale parameters. 

• Step 2 
 

Â(k+1)
i = [∑( Yt − ∑ Âj

(k)
 Yt−j − Ŝ(k) E(Ht|εt)̂ (k)  )   Y′t−1

p

i≠ j  =1

p

t=1

] × 

                    [∑ Yt−i Y′t−i
T
t=1 ]

−1
  

• Step 3 

�̂�(k+1) = diag([∑( Yt − ∑ Âj
(k)

 Yt−j  )(�̂� (Ht|εt)(k))′   

p

j=1

T

t=1

] 

 [∑ Ê(HtH′
t|εt)(k)

T

t=1

]

−1

 ) 

• Step 4 

⅀̂(k+1) =
1

T
 [∑   ( Yt − ∑  Âj

(k)
Yt−j )  

p

j=1

( Yt − ∑ Âj
(k)

 Yt−j  )′ −  

p

j=1

T

t=1

 

∑   ( Yt − ∑ Âj
(k)

 Yt−j  )  E′̂ (Ht|εt)(k)    S′̂
(k)

p

j=1

T

t=1

− 
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(∑   ( Yt − ∑ Âj
(k)

 Yt−j  ) E′̂ (Ht|εt)(k)   𝑆 ′̂
(k)

p

j=1

T

t=1

  )

′

+  ∑ Ŝ(k) Ê(HtH′
t|εt)(k)

T

t=1

 𝑆 ′̂
(k)

] 

• Step 5: Repeat steps 2 to 5 until the convergence condition of 
the algorithm is established: 

|
ℓ(𝜃(𝑘+1)|y)

ℓ(𝜃(𝑘) |y)
 − 1| ≤ ε 

3. Results and Discussion 
The performance of the proposed method was evaluated using two real-
world datasets from Canada and Iran. The Dickey-Fuller test was 
employed to determine the stationarity of the data, while the Akaike 
Information Criterion (AIC), Hannan-Quinn Criterion (HQC), and 
Schwartz Bayesian Criterion (BIC) were used to select the order of the 
VAR model. The Canadian dataset consists of seasonally adjusted 
employment and unemployment data from 1980 to 2000. According to 
the Mardia test, the shocks follow a multivariate skew normal (MSN) 
distribution. Therefore, we estimated the parameters of the VAR(1) 
model. The AIC and BIC results are presented in Tables 1 and 2, 
respectively. 

 Table 1. The Estimated Parameters of Model for Stationary Differenced 
Canadian Data 

Estimation 𝜀𝑡~ 𝑀𝑁2 𝜀𝑡~𝑀𝑆𝑁2 
�̂�11 0.9103 0.7094 
�̂�12 0.2139 -.0149 
�̂�21 -0.2018 -0.4663 
�̂�22 0.3303 0.0255 
�̂�1 - 0.0703 
�̂�2 - 0.1066 

�̂�11 0.1646 0.1595 
�̂�12 -0.09106 -0.1003 
�̂�21 0.09106 -0.1003 
�̂�22 0.11400 0.0977 

Source: Research findings 

Table 2. The AIC and BIC for Data  
Distribution AIC BIC -Log-Like 

𝜀𝑡~ 𝑀𝑁2 282.0266 286.836 139.011 
𝜀𝑡~ 𝑀𝑆𝑁2 260.6781 265.4915 128.339 

Source: Research findings 
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The collected data on agriculture, forestry, and fishing (AFF) and 
employment of women (EW) in Iran span the years 1991 to 2021. 
According to the Mardia test, the shocks follow a multivariate skew 
normal (MSN) distribution. The parameter estimates for the VAR(1) 
model, along with the AIC and BIC values, are presented in Table 3. 

or Stationary Differenced ff Model oThe Estimated Parameters 3. Table    
Iranian Data 

Estimation 𝜀𝑡~ 𝑀𝑁2 𝜀𝑡~𝑀𝑆𝑁2 
�̂�1 - 0.1104 
�̂�2 - -0.0798 

�̂�11 1.2397 1.2267 
�̂�12 0.2748 0.2836 
�̂�21 0.2748 0.2836 
�̂�22 0.3855 0.3796 
AIC 146.1145 145.9185 
BIC 148.8491 148.6531 

Source: Research findings 

The fitted model can be formulated as follows: 

𝑦1𝑡 = −0.25626 𝑦1𝑡−1 − 0.78496  𝑦2𝑡−1 + 𝜀1𝑡 

𝑦2𝑡 = −0.09239 𝑦1𝑡−1 + 0.29052  𝑦2𝑡−1 + 𝜀2𝑡 
where  𝑦1  and   𝑦2  represent  AFF  and EW,  respectively. 

According to the AIC and BIC criteria presented in Tables 2 and 3 
for the Canadian and Iranian data, the VAR model with MSN-
distributed shocks is more appropriate than the VAR model with MN-
distributed shocks. 

4. Conclusion 
Considering the VAR(p) model with shocks following a multivariate 
skew normal (MSN) distribution, the present study employed the 
maximum likelihood method and the ECM algorithm to estimate the 
model parameters. Based on two real-world datasets from Canada and 
Iran, the findings showed that the VAR model with MSN-distributed 
shocks provides a better fit than the model with MN shocks when the 
shocks exhibit skewness. 

Keywords: Vector Autoregressive, Skewness, Multivariate Skew 
Normal, Maximum Likelihood Estimation, Expectation Conditional 
Maximization Algorithm 
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برآورد مدل اتورگرسیو برداری با توزیع نرمال چوله چندمتغیره   
 مجموعه داده واقعیها و تحلیل عملکرد آن برای دو برای شوک 

 ایران تهران، ی،ئ علامه طباطبا  دانشگاه آمار، دکتری رشته دانشجوی     منیژه محمودی   
  

 راد محمدرضا صالحی 
علامه   دانشیار دانشگاه  رایانه،  و  ریاضی  آمار،  دانشکده  آمار،  گروه 
 ی، تهران، ایران ئ طباطبا 

  چکیده
بسیار مهمی در  مدل  بالایی در تحلیل پژوهش سازی مبحث  و مالی است و نقش بسیار  و اتخاذ  های اقتصادی  ها 

و سیاست  برنامه تصمیمات  و  مدل ریزی گذاری  در  از طرفی  مهمی در مسئله  سازی ها دارد.  نقش  ها، مفروضات 
یکی از پرکاربردترین  ها اثرگذار باشند.  ها و تحلیل توانند بر نتایج مدل کنند زیرا می ها ایفا می بینی برآوردها و پیش 

های سری زمانی کلاسیک،  مدل اتورگرسیو  است  که مقادیر فعلی فرآیند ترکیب خطی متناهی از مقادیر  مدل 
های  به همین دلیل مدل   ، گذارند باشد. از طرف دیگر، در مسائل واقعی متغیرهای زیادی بر هم تأثیرمی گذشته آن  می 

گردند.  مدل  اتورگرسیو  شوند که جزء سری زمانی چندمتغیره  محسوب می می سری زمانی برداری به کار گرفته  
و مالی بسیار پرکاربرد است.  از سوی دیگر، مدل سازی برداری در مدل  برداری  های اقتصادی  اتورگرسیو  های 
ویژه اقتصاد کلان،  جاکه  در مسائل اقتصادی و مالی به شوند. ازآن های )نویز( نرمال در نظر گرفته می معمولًا با شوک 

ها  ها حالت تقارن ندارند، در این مقاله مدل اتورگرسیو برداری با توزیع نرمال چوله چندمتغیره روی شوک شوک 
سازی است، برآورد پارامترهای مدل با استفاده  شود و چون برآورد پارامترها مرحله مهمی در مدل در نظر گرفته می 

های  شوند. در پایان با استفاده از دو مجموعه داده دست آورده می ضی شرطی به سازی امید ریا از الگوریتم بیشینه 
شود که  ها، نشان داده می و براساس معیارهای ارزیابی مدل  ها دارای چولگی هستند کانادا و ایران که شوک  واقعی 

رایی بیشتری نسبت به مدل  ها کا ها در این داده مدل  اتورگرسیو برداری با توزیع نرمال چوله چندمتغیره برای شوک 
     اتورگرسیو با توزیع نرمال چندمتغیره دارد. 

نمایی،  سازی امید ریاضی شرطی، برآورد بیشینه درست اتورگرسیو برداری، الگوریتم بیشینه  ها:کلیدواژه
 چولگی، نرمال چوله چندمتغیره

 JEL: C13 ،C32 ،C51 ،C46بندی طبقه 

 
  : نویسنده مسئولsalelehirad@ atu.ac.ir  

mailto:salelehirad@atu.ac.ir
https://orcid.org/0009-0003-7143-2396
http://orcid.org/0000-0003-1519-7590


 1404بهار    |  102شماره    | 30سال    |های اقتصادی ايران پژوهش | 44

   مقدمه. 1
ابزارهمدل  از  یکی  تصمیمسازی  جهت  مالی  و  اقتصادی  مسائل  در  مهم  و  گیریای  ها 

روشگذاریسیاست پرکاربردترین  از  است.  مدیریتی  مدلهای  زمینههای  در  های  سازی 
می مالی  و  سریاقتصادی  به  سریتوان  کرد.  اشاره  زمانی  از  های  یکی  زمانی  های 

های سری  مدل   1970در سال    1های فرآیندهای تصادفی است. باکس و جنکینز زیرمجموعه
های سری زمانی کلاسیک، مدل  ترین مدلزمانی کلاسیک را معرفی کردند. یکی از معروف

( است که در آن تنها یک متغیر وجود دارد و اثر گذشته متغیر  روی آن  AR)  2اتورگرسیو 
 طرف   شوند. ازمی  برآوردها پارامترها  شود و با فرض توزیع نرمال برای شوکبررسی می

دلیل    دیگر، بررسی  تأثیربه  پدیده مورد  بر  متعدد  )متغیرهای کمکی(    ی هامدلاز    ،عوامل 
م به  چندمتغیره  یزمان  یهایسر  و  شودینم  استفاده   کی کلاس  گرفته   3ی تسا.  شوندیکار 

  ی هانهیدر زم چندمتغیرهو  رهی متغ کی حالت در یزمان یمدل سر لی و تحل ی(  به معرف2002)
  متحرک   ن یانگی م  ،یبردار  و ی اتورگرس   یهامدل   ی( به بررس2005)  4لوتکپل و     یاقتصاد  و  یمال

  توسط (  SVAR)  5ی ساختار   یبردار  وی اتورگرس  مدل .  پرداختند  هاآن  بی ترک  و  یبردار
های  و بررسی قرار گرفت. مدل   ( مورد تحلیل2020و لوتکپل )   ( 2017)  ۶لوتکپل و    ان ی لی ک

زمانی   زمینه  چندمتغیرهسری  از  بسیاری  زیستدر  پزشکی،  اقتصادی،  علوم  های  شناسی، 
مدل اتورگرسیو برداری است.    ،هاترین این مدلیکی از مهمشود.  استفاده می  ...اجتماعی و

ها  ا توزیع شوکهای اتورگرسیو و اتورگرسیو برداری بدر زمینه مدل  اکنون به پیشینه تحقیق
 کنیم. اشاره می
عنوان    سازیمدلروش    (1980)  7سیمز به  را  ضرایب  روی  محدودیت  ایجاد  بدون 

در مقیاس بزرگ در مسائل اقتصادسنجی بیان کرد. از نظر او اگر    سازیمدل جایگزینی برای  
درون را  متغیرها  باید  باشد،  داشته  وجود  همزمانی  الگوی  متغیرها   از  بین  و  نگریست  زا 

های بزرگ  محدودیت ایجاد استفاده نمود و در ساخت مدل   اتورگرسیو برداری  هایمدل 

 
1. Box, G. & Jenkins, G. 

2. Autoregressive 

3. Tsays, R.S. 

4. Lütkepohl, H. 

5. Structural Vector Autoregressive 

6. Kilian, L. & Lütkepoh, H. 

7. Sims, C. 
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های نمایی،  در نظر گرفتن توزیعبه اول را با مدل اتورگرسیو مرت  (2001) 1پوراحمدی  نکرد.
شوک برای  مختلط  هندسی  و  پوراحمدی گاما  و  طارمی  نمود.  تحلیل  مدل    2003)  2ها   )

مرتبه   با      pاتورگرسیو  دادند. وی توزیع تیرا  قرار  بررسی  نوسانات مورد  برای    3استودنت 
زمانی مورد بحث قرار داد.    های متغیره و چندمتغیره را در تحلیل سریهای تک( روش 200۶)

مطالعاتی روی مدل اتورگرسیو با توزیع نرمال اپسیلون چوله  برای نوسانات صورت گرفت  
  (Bondon, 2009زمانی و سیاره .)( استنتاج آماری را در مدل اتورگرسیو با خطاهای  2015)  4

( مدل اتورگرسیو مرتبه اول را با  201۶)  5اللهی نامنفی مورد مطالعه قرار دادند. شرفی و نعمت
( به تحلیل مدل اتورگرسیو با توزیع  201۶)  ۶لیو و همکاران  خطاهای چوله بررسی نمودند.

همکاران و  قاسمی  پرداختند.  هذلولی  9201)  7تی  توزیع  با  را  اتورگرسیو  فرآیندهای   )
همکارانتعمیم و  لیو  دادند.  قرار  بحث  مورد  نوسانات  برای  از  2019)    8یافته  استفاده  با   )

های گمشده و داده  سازی امید ریاضی پارامترهای مدل را با توزیع دم پهن الگوریتم بیشینه
یافته برای نوسانات،  نرمال چوله تعمیمبرآورد کردند. پژوهشگرانی با در نظر گرفتن توزیع  

  (.  Neethling, et al., 2020به برآورد مدل اتورگرسیو پرداختند )
های چندمتغیره معرفی  سازیهای سری زمانی چندگانه برای مدلبا گذشت زمان، مدل    

( گرفتند  قرار  مطالعه  مورد  و  مدل (Lütkepohl, 2005 & 1991شده  پژوهشگرانی  های  . 
کاهش اتو اتورگرسیو  بین  تفاوت  و  کرده  بررسی  را  برداری  اتورگرسیو  رگرسیو  یافته، 

 .(Stock & Watson, 2001بازگشتی و اتورگرسیو ساختاری را مورد بحث قرار دادند )
های اتورگرسیو برداری  در اقتصاد کلان  برای مدل   سری  زمانی چندمتغیره بیزی  های  شیوه

مطال مورد  محققان  توسط  است  تجربی  گرفته  قرار  (.  Koop & Korobilis, 2009)عه 
ها و و برآورد آن مدل  های اتورگرسیو برداریهایی  جهت برآورد بیزی برای مدل پژوهش 

 Niصورت گرفته است )  بینی مدل با نوسانات تصادفی با توزیع دم پهن نیز   همچنین پیش 
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& Sun, 2015 ؛Wai, et al., 2017 ( یک توزیع دم پهن نامتقارن  2019)  1(. ملکی و همکاران
را برای مدل اتورگرسیو برداری در نظر گرفته و مورد بررسی قرار دادند. مدل اتورگرسیو  

می را  متغیر  چند  همزمان  بررسی  امکان  در  برداری  بنابراین  در  پژوهش دهد  اخیر  های 
حیدری زمینه است.  گرفته  قرار  توجه  مورد  بسیار  مالی  و  اقتصادی  مدل  2011)  2های   )

بیزی را برای پیش  برداری و  بهاتورگرسیو   3کار برده است. محمدی و همکاران بینی تورم 
پویایی1398) پژوهش  مقررات(  اقتصادی  در  های کلان  کار  محصول  بازارهای  در  زدایی 

منا  انجام دادند. خرسندی   4کشورهای  پنل  با مدل اتورگرسیو  )  5را  ( آثار  2022و همکاران 
رویکرد  های  شوک با  را  ایران  اقتصادی  کلان  متغیرهای  بر  خارجی    اتورگرسیو اقتصادی 

های تصحیح خطای  مدل   GVAR( مورد مطالعه قراردادند. مدل  GVAR)  ۶برداری جهانی 
برداری داخلی را که در آن متغیرهای داخلی با متغیرهای خارجی خاص هر کشور مرتبط  

هر کشور از متغیرهای داخلی ساخته شده    کند. متغیرهای خارجی خاصهستند، ترکیب می
الملل یا الگوی مورد نظر کشور مورد بررسی مطابقت داشته باشد.   است تا بتواند با تجارت بین 

( با استفاده  2023) 7و همکاران  های ایران توسط میرزاییشبکه بازار مسکن بین استان تحلیل 
 گرفت. از مدل اتورگرسیو برداری مورد تجزیه و تحلیل قرار

های مدل  های اتورگرسیو برداری، شوکبا توجه به مطالعات انجام شده بر روی مدل   
توزیع نرمال (.   Lütkepohl &Kilian ,2017اغلب دارای توزیع نرمال چندمتغیره هستند )

های متقارن است. در برخی موارد در مسائل واقعی   چندمتغیره یکی از پرکاربردترین توزیع
ها وجود  تقارن روی شوک  ،شناسی و...های اقتصادی، مالی، بورس، پزشکی، زیستزمینهدر  

برای شوک نامتقارن )چوله(  توزیع  از  باید  دلیل  به همین  از طرف ندارد.  نمود.  استفاده  ها 
ها آسان نیست  های چوله چندمتغیره بسیار بزرگ است و کار روی آندیگر، خانواده توزیع

مقاله این  در  مدل    لذا  پارامترهای  و  شده  گرفته  نظر  در  چندمتغیره  چوله  نرمال  توزیع 
برآورد شده است.      سازی امید ریاضی شرطیاتورگرسیو برداری با استفاده از الگوریتم بیشینه
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های نامتقارن نشان های واقعی با شوکسپس با استفاده از معیارهای ارزیابی مدل روی داده
ها در  یو برداری با توزیع نرمال چوله چندمتغیره برای شوکشود که مدل اتورگرسداده می
تر است. مقاله به  ها مناسبها نسبت به مدل با توزیع نرمال چندمتغیره برای شوکاین داده

 شرح زیرتنظیم شده است: 
های این توزیع معرفی  ، پیشینه پژوهشی توزیع نرمال چوله چندمتغیره و ویژگی2در بخش  

سازی امید ریاضی  ، جزئیات مدل اتورگرسیو برداری و الگوریتم بیشینه3شده است. در بخش  
پارامترهای مدل شرح داده می برآورد  برای  عملکرد شیوه    4شود. سپس در بخش  شرطی 

 شود. ارائه می 5گیری در بخش های واقعی ارزیابی و نتیجهاستفاده شده روی داده

 مبانی نظري . 2
هشی توزیع نرمال چوله چندمتغیره و مفاهیم نظری مربوط به   در این بخش، ابتدا پیشینه پژو

 شود.آن شرح داده می

  چندمتغیرهپیشینه توزيع نرمال چوله . 2-1
( یکی  1985)  1گردد و آزالینی های نامتقارن به قرن نوزدهم برمیاولین پیشنهادات برای توزیع

یک  نرمال  توزیع  که  است  پژوهشگرانی  گرفتن  از  نظر  در  است.  کرده  معرفی  را  متغیره 
های نامتقارن نرمال توسط محققان زیادی مورد مطالعه قرار گرفته است. معیارهای  خانواده

 3( ارائه شده است. آزالینی و کاپیتانیو 1970)  2گیری چولگی و برجستگی توسط ماردیااندازه
و در سال    اند  معرفی کرده   را  و کاربرد آماری آن  ( توزیع نرمال چوله چندمتغیره1999)

توزیع نرمال ها ارائه کردند و  تحقیقات کامل خود را بر روی نرمال چوله و خانواده آن  2014
واله(  SGN)  4یافته چوله تعمیم توسط آرلانو  همکاران   آن  است.  (2004)  5و   معرفی شده 

( در مقاله مروری خود به توزیع نرمال چوله یک متغیره،  چندمتغیره  و خانواده  2005آزالینی )
( یک کلاسی جدید  2005)  ۶های چندمتغیره مرتبط پرداخته است. آرلانو واله و جنتون توزیع
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معرفی کردند و گسترش آن    FUSN1ع  از خانواده توزیع نرمال چوله چندمتغیره را به نام توزی
 های چوله بیضوی و چوله کروی مورد بحث قرار دادند. را به توزیع

توزیع نرمال   ( مطالعاتی در زمینه 200۶)  2پژوهشگرانی مانند آرلانوواله و آزالینی همچنین  
( ARV) 3های مدل اتورگرسیو برداری اند. ما در این مقاله شوکچوله چندمتغیره انجام داده

 .شودگیریم که این مدل در بخش بعد معرفی میرا توزیع نرمال چوله چندمتغیره در نظر می

    چندمتغیرهتوزيع نرمال چوله . 2-2
این   چندمتغیره   بخش در  چوله  نرمال  توزیع  به  داریم  ویژگی(  MSN)  4قصد  آن  و  های 

اگر   اندازه    Yبپردازیم.  با  بردار  kیک  × چوله    1 نرمال  توزیع   چندمتغیرهاز 

(Y ~ MSN ( ξ, ⅀, 𝑆))      که    باشدξ     بردار مکانیk × ماتریس پراکندگی و مثبت   ⅀،   1
kمرتبه   × k    وS  آن باشد  قطری  چولگی  و ماتریس  گوپتا  توسط  که  مطالعاتی  طبق  گاه 
( در مورد توزیع نرمال 2009)  7( و تی سانگ2003)  ۶(، سوجیت و همکاران2002)  5چانگ

 شود:   چوله چندمتغیره صورت گرفته است، تابع چگالی آن به صورت زیر تعریف می
(1 ) 𝐟(𝐲) = 𝟐𝐤 𝝓𝒌(0‚ Ω)𝜱(𝑺′Ω−𝟏(𝐲 − 𝛏); 𝟎, 𝚫)  

Ωکه در آن   = ⅀ + 𝑆𝑆′   ،Δ = (I + 𝑆′⅀−1𝑆)−1 = I − 𝑆′Ω−1 𝑆 ، 

S=diag(s1, s2 , … , sk)    ،𝜙𝑘(∙ , ∙)    تابع چگالی نرمال و𝛷(∙ , تابع توزیع تجمعی   (∙
دارای توزیع نرمال چندمتغیره است و    Yگاه  برابر ماتریس صفر باشد آن   Sنرمال است. اگر  

نماد   ⅀  , Y ~ MN (ξبا  ,  S)  می داده  سلسلهنشان  فرم  چوله  شود.  نرمال  توزیع  مراتبی 
 شود. می( نشان داده 2چندمتغیره طبق توضیحات زیر در رابطه )

همکاران و  رگرسیون  2003)  سوجیت  در  نرمال چوله چندمتغیره  توزیع  بررسی  طبق   )
ها با  (  در تحلیل مدل2009)  9( و تی سانگ و همکاران 2005)  8بیزی، آرلانو واله و جنتون 
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مستقل باشند،   𝑍 1 ~ 𝑁𝑘(𝜉, ⅀)  و 𝑍0 ~ 𝑁𝑘(𝑂, 𝐼𝑘)توزیع نرمال چوله، نشان دادند که اگر 
Yگاه  آن = 𝑆 |Z0| +  Z1   نماد با  و  بود  نرمال چوله چندمتغیره خواهد  توزیع  دارای یک 

𝑌 ~ 𝑀𝑆𝑁𝑘  ( 𝜉, ⅀ ,  S)  مراتبی توزیع نرمال چوله  همچنین فرم سلسله  شود. نشان داده می
 چندمتغیره برابر است با:

(2 ) 𝑌|𝑊 = 𝑤 ~MN𝑘( 𝑆𝑤 + 𝜉‚ ⅀) 
𝑊 ~ 𝑇𝑁𝑘  (o, I)  𝐼(ℜ+ 

𝑘 ) ,      ℜ+ 
𝑘 = ( 0, + ∞)𝑘 

𝑘یک بردار    wکه در آن   × م  و  1 لفه آن دارای توزیع نرمال در بازه  صفر و یک  ؤهر 
 ،  اگرمراتبی. طبق توصیف ذکر شده در ساختار فرم سلسلهاست)توزیع نرمال کاسته شده(  

|Z0| ~ TN ( O, I k)    آنگاهE |Z0| =  √2/π  1k    آن کوواریانس  ماتریس  و 

Var (|Z0|) = (1 −
2

ᴨ
 ) I k     (  2014)  1ود و طبق تحقیقات آزالینی و کاپیتانیو بخواهد

 ( داریم: 2005)  2و همکاران  و آرلانو واله

(3 ) 𝐸(𝑌) = 𝐸( 𝑆 |𝑍0| +  𝑍1) = 𝑆 𝐸|𝑍0| + 𝐸(𝑍1) = 𝑆 √
2

ᴨ
  1𝑘 + 𝜉 

(4 ) 𝑉𝑎𝑟( 𝑌) = 𝑆 𝑉𝑎𝑟|𝑍0| 𝑆′ + 𝑉𝑎𝑟(𝑍1 ) = 𝑆 (1 −
2

ᴨ
 ) 𝐼𝑘 𝑆′ + ⅀ = (1 −

2

ᴨ
 ) 𝑆 𝑆′ +  ⅀ 

 هابا توزيع نرمال چوله چندمتغیره براي شوک  VARبرآورد مدل  .3
در این بخش، ابتدا مدل اتورگرسیو برداری را  بیان کرده و سپس شیوه برآورد پارامترهای  

 شود.   سازی امید ریاضی شرطی  شرح داده میمدل با استفاده از الگوریتم بیشینه

 .  مدل اتورگرسیو برداري 1-3
با توزیع نرمال چوله چندمتغیره روی     pر این زیربخش، ما مدل اتورگرسیو برداری مرتبه  د

 شود: گیریم. این مدل به صورت زیر نوشته میها را در نظر میشوک
(5 ) V AR(𝑝) :     𝒴t = ν + A1𝒴t−1 + A2𝒴t−2 +  … + Ap𝒴t−𝑝 + εt 

𝜈که در آن   = [

𝜈1 𝑡
𝜈2 𝑡

⋮
𝜈𝑘 𝑡

] , 𝒴𝑡 = [

𝑦1 𝑡
𝑦2 𝑡

⋮
𝑦𝑘 𝑡

] , 𝐴𝑖 = [

 𝑎11,𝑖 ⋯ 𝑎1 𝑘 ,𝑖

⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑘 1 ,𝑖 ⋯ 𝑎𝑘 𝑘 ,𝑖

] ,    
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𝜀𝑡 = [

𝜀1 𝑡
𝜀2 𝑡

⋮
𝜀𝑘 𝑡

]            𝑖 = 1, ⋯ , 𝑝 

𝜀𝑡و     
𝑖𝑖𝑑
~

  𝑀𝑆𝑁(𝑜,  ⅀, 𝑆 )  کهo     ،ماتریس پراکندگی )پارامتر مقیاس( با    ⅀ بردار مکانی
باشند و  ماتریس قطری )پارامتر چولگی(، می  Sو  ام    jام و ستون    iها در سطر  𝜎𝑖𝑗های  درایه

 تابع چگالی برابر است با: 
(۶ ) 𝑓(𝜀𝑡) = 2𝑘 𝝓𝒌(𝑜, Ω) 𝜱(𝑆′Ω−1𝜀𝑡; 0, 𝛥) 

∙)𝛷تابع چگالی نرمال و   (∙ , ∙)𝜙𝑘 که در آن  ,  .تابع توزیع تجمعی نرمال است  (∙

 نمايی. روش بیشینه درست 2-3
 برابر صفر در  νفرض بردار مقادیر ثابت  مشاهده مستقل با    T، تابع درستنمایی با  5طبق رابطه  

ها، به صورت  با توزیع نرمال چوله چندمتغیره روی شوک  pمدل اتورگرسیو برداری مرتبه  
 شود: زیر تعریف می

(7 ) 𝐿(𝐴1, … , 𝐴𝑃, Ω, 𝑆) = 2𝑘𝑇  ∏  𝝓𝒌(𝒴𝑡 − 𝐴1𝒴𝑡−1 − 𝐴2𝒴𝑡−2 −  … −𝑇
𝑡=1

𝐴𝑝𝒴𝑡−𝑝 ; Ω) ×  𝜱(𝑆′Ω−1( 𝒴𝑡 − 𝐴1𝒴𝑡−1 − 𝐴2𝒴𝑡−2 −  … − 𝐴𝑝𝒴𝑡−𝑝) ) 
 نمایی برابر است با: و لگاریتم تابع درست

(8 ) ℓ(𝐴1, ⋯ ,𝐴𝑃 , Ω, 𝑆) = 𝑘𝑇 𝐿𝑛 2 + ∑ 𝐿𝑛 𝝓𝒌(𝒴𝑡 − 𝐴1𝒴𝑡−1 − 𝐴2𝒴𝑡−2 −  … − 𝐴𝑝𝒴𝑡−𝑝 ; Ω) +

∑ 𝐿𝑛  𝜱 (𝑆′Ω−1
( 𝒴𝑡 − 𝐴1𝒴𝑡−1 − 𝐴2𝒴𝑡−2 −  … − 𝐴𝑝𝒴𝑡−𝑝

)  ) 
درست بیشینه  برآورد  آوردن  بدست  پارامترها نمایی  برای  ضرایببرای  و  ی  چولگی   ،

که از حل  ( نیازمندیم. به دلیل این 8گیری از رابطه )، ما به مشتق5ماتریس پراکندگی مدل  
های عددی  ، لازم است از شیوهشودحاصل نمیپارامترها   برآوردای برای فرم بسته ، مشتقات

درست  برای بیشینه  برآورد  دیگر،  طرف  از  شود.  استفاده  برآورد  براساس  تقریب  نمایی 
توان از الگوریتم  . برای حل این مشکل میهای عددی به مقادیر اولیه بسیار حساس استشیوه

استفاده کرد.   ( که در همگرایی نیز پایدارتر استECM)  1امید ریاضی شرطی   سازیبیشینه
 بی داریم: مراتاساس فرم سلسلهبر
(9 ) 𝜀𝑡 | 𝐻𝑡 = ℎ𝑡   ~ 𝑀𝑁𝑘 (𝑆 ℎ𝑡‚ ⅀) 

𝐻𝑡~ 𝑇𝑁𝑘 (o, I)  𝐼(ℜ+ 
𝑘 ) 

 
1.  Expectation Conditional Maximization Algorithm (ECM) 
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𝐻𝑡| 𝜀𝑡   ~ 𝑇𝑁𝑘 (𝑆′Ω−1𝜀𝑡;  𝛥, ℜ+ 
𝑘 ) 

نمایی شرطی به صورت  تابع درست  تمیلگارو    (𝐿 (𝛩 |𝜀, 𝐻 ) )نمایی شرطی تابع درست
 شود: زیر نوشته می

𝐿 (𝛩 |𝜀, 𝐻 ) =  ∏    𝝓𝒌 ( 𝜀𝑡;  𝑆

𝑇

𝑡=1

ℎ𝑡 , ⅀) 𝑇𝑁 (ℎ𝑡 ; 𝑂, 𝐼) 

= ∏     (2ᴨ)
−1
2    |𝛴|−

1
2   𝐸𝑋𝑃 {−

1

2 
 ( 𝜀𝑡 − 𝑆ℎ𝑡 ) ′  ⅀−1 ( 𝜀𝑡 − 𝑆ℎ𝑡 )}  2𝑘𝐸𝑋𝑃 {−

1

2
 ℎ′

𝑡 ℎ𝑡} 

𝑇

𝑡=1

 

 داریم:   و

Ln L (Θ |ε, H ) = ℓ(Θ |ε, H )  

             ∝  Ln [∏    T
t=1  |Σ|−

1

2   EXP {−
1

2 
 ( εt − 𝑆ht ) ′  ⅀−1 ( εt − 𝑆ht )}  2kEXP {−

1

2
 h′

t ht} ] 

∝ −
T

2
Ln |Σ |  −

1

2
 ∑( εt − 𝑆ht )

′  ⅀−1 ( εt − 𝑆ht ) −

T

t=1

1

2
 ∑ h′

t ht

T

t=1

 

(10 ) ∝  −
𝑇

2
  𝐿𝑛 | ⅀ |  −

1

2
 ∑ ( Yt − ∑ AjYt−j

p
j=1 − Sht )

′
  ⅀−1 ( Yt −T

t=1

∑ AjYt−j
p
j=1 − Sht ) −

1

2
 ∑ h′

t ht  T
t=1                

𝛩که   = (𝐴1, … , 𝐴𝑃 , ⅀ , S)     .است 

 ECM. الگوريتم 3-3

مراحل   معرفی  به  این بخش  اتورگرسیو    برآوردبرای    ECMالگوریتم  در  پارامترهای مدل 
پردازیم. امید ریاضی  می  هابرای شوک  چندمتغیرهنظر گرفتن توزیع نرمال چوله    برداری با در

 شود: نماد زیر نشان داده مینمایی شرطی با لگاریتم درست

Q( Θ |Θ ̂) = E (ℓ (Θ|y)) ≡ E (ℓ (Θ|ε)) 

 های زیر است:سازی شامل گامو مراحل بیشینه
، به عبارت  پارامترهای ضرایب و مقیاس با فرض عدم چولگی  برآورد مقادیر اولیه  گام اول:

دیگر برآورد پارامترهای مدل اتورگرسیو برداری با فرض توزیع نرمال چوله چندمتغیره برای 
 ها  وکش

 برآورد ضرایب مدل  گام دوم:
(11 ) Â(k+1)

i = [∑ ( Yt − ∑ Âj
(k)

 Yt−j − Ŝ(k) E(Ht|εt)̂ (k)  )   Y′t−1
p
i≠ j  =1

p
t=1 ] ×

[∑ Yt−i Y′t−i
T
t=1 ]

−1 
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   که در آن

ht
(k)

|εt ~TN(𝑆(𝑘)̂ 𝛺(𝑘)̂ εt, Δ(k))̂ 

Ω̂(k) = ⅀̂(k) + (Ŝ(k))(Ŝ(k))′ 

Δ(k) = I − (Ŝ(k))′(�̂�(k))−1 �̂�(k) 

 برآورد پارامتر چولگی گام سوم:
(12 ) �̂�(k+1) = diag([∑ ( Yt −T

t=1

∑ Âj
(k)

 Yt−j  )(�̂� (Ht|εt)(k))′   
p
j=1 ]  [∑ Ê(HtH′

t|εt)(k)T
t=1 ]

−1
 ) 

 برآورد پارامتر مقیاس  گام چهارم:

⅀̂(k+1) =
1

T
 [∑   ( Yt − ∑  Âj

(k)
Yt−j )  

p

j=1

( Yt − ∑ Âj
(k)

 Yt−j  )′ −  

p

j=1

T

t=1

 

∑   ( Yt − ∑ Âj
(k)

 Yt−j  )  E′̂ (Ht|εt)(k)    S′̂
(k)

p

j=1

T

t=1

− 

(∑   ( Yt − ∑ Âj
(k)

 Yt−j  ) E′̂ (Ht|εt)(k)   𝑆 ′̂
(k)

p

j=1

T

t=1

  )

′

+  ∑ Ŝ(k) Ê(HtH′
t|εt)(k)

T

t=1

 𝑆 ′̂
(k)

] 

 های دوم الی پنجم تا زمان برقراری شرط همگرایی فرآیند تکرار گام  گام پنجم:

|
ℓ(𝜃(𝑘+1)|y)

ℓ(𝜃(𝑘) |y)
 − 1| ≤ ε 

 هاي کاربردي  . داده4
ایران با  های واقعی کانادا و  در این بخش، عملکرد روش پیشنهادی بر روی دو مجموعه داده

و   1فولر   -ها از آزمون دیکی د. برای تعیین مانایی دادهشوبررسی می  Rافزار  استفاده از نرم
برداری اتورگرسیو  مدل  مرتبه  تعیین  آکائیک ملاک  برای  حنان AIC)  2ه های   3کوئین  -(، 

(HQو شوارتز ) -   4بیزی  (SCاستفاده می )  شرط ایستایی در  شود. لازم به ذکر است برای

 
1. Dickey-Fuller 

2. Akaike 

3. Hannan-Quinn 

4. Schwarz 
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𝐼|های معادله  باید ریشهمدل اتورگرسیو برداری   − 𝐴𝑧| = |𝑧|برای    0 ≥ برقرار باشد   1
(2005 ,Lütkepohl)  متغیره  د. اگرچه چولگی در حالت یکشومی این شرط نیز بررسی  و

( و 1974برای حالت چندمتغیره ماردیا )رسد اما  ای به نظر میعدم تقارن است و مفهوم ساده
را برای بررسی چولگی و کشیدگی نرمال   Mardia( معیار  2012)  1بالاکریشنان و اسکارپا 
ارائه کرده دوبردار  چندمتغیره  زیر   pاندکه چولگی چندمتغیره در حالت  به صورت  بعدی 

 شود: تعریف می
𝛾1,𝑝 = 𝐸[(𝑋 − µ)′ ∑−1(𝑌 − µ)]3 

در شرط همگرایی   اپسیلون   مقدار  شود.ها، مدل برازش داده میشوکبا بررسی چولگی  

 یعنی  ه یکئسپس معیار اطلاعات آکاشده است.  در نظر گرفته    𝟒−𝟏𝟎در این بخش    الگوریتم

𝑨𝑰𝑪 = 𝟐𝒌 − 𝟐 𝓵(�̂� |𝒀)  یعنی1974  یک،ئ)آکا بیزی  اطلاعات  معیار  و   )   𝑩𝑰𝑪 =

𝑲 𝐥𝐨𝐠 𝒏 − 𝟐 𝓵(�̂� | 𝒀)   ،( برای ارزیابی عملکرد مدل اتورگرسیو برداری با 1978)شوارتز
ها بر دو مجموعه  برای شوک  چندمتغیرهو توزیع نرمال چوله    چندمتغیرهفرض توزیع نرمال  

 . شودی واقعی کانادا و ایران استفاده میهاداده

 هاي کاربردي کانادا  . داده1-4
اقتصادای از دادهدر این بخش، مجموعه به کانادا از سال  های  با   2000تا    1980ی مربوط 

در نظر گرفته شده و به  Rافزار صورت فصلی در نرمبه( Uو نرخ بیکاری ) (Eمتغیر اشتغال )
در مقابل زمان در    Uو    Eهای  پردازیم. نمودارهای سری زمانی برای دادهبرازش مدل می

های  )آزمون ریشه واحد( برای داده  فولر  -ها  و آزمون دیکیاند. این نموداررسم شده  1شکل  
E    وU    شوند، نشان  نمی  صفر  هی فرض  ردکه منجر به    -598/2و    -148/2به ترتیب با مقادیر

را بعد از    Uو    Eهاینمودار داده  2نیستند و باید مانا شوند. شکل    2ها مانا دهند که دادهمی
گیری  ها با اولین تفاضلرسد که دادهدهد  و به نظر می گیری در مقابل زمان نشان میتفاضل

گیری شده  فولر برای متغیرهای تفاضل  -اند. از طرف دیگر، براساس آزمون دیکیمانا شده
E    وU    های شود و مانایی دادهرد می  صفر  هی فرض  -7325/3و    -2۶۶9/3به ترتیب با مقادیر  

 شوند.گیری شده تأیید میتفاضل

 
1. Balakrishnan, N. & Scarpa, B. 

2. Stationary 
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 U و Eهاي هاي کانادا براي متغیر نمودار سري زمانی داده . 1شکل 

 
    پژوهش های مأخذ: یافته

 U و Eگیري هاي کانادا بعد از تفاضل نمودار سري زمانی داده . 2 شکل

 
   پژوهش های أخذ: یافتهم

آکائیک براساس ملاک حنانههای  و شوارتز   -،  در جدول  -کوئین  مدل    1  بیزی  مرتبه 
با برازش مدل اتورگرسیو برداری    دیگر،   از طرف  شود.اتورگرسیو برداری، یک تعیین می

و بزرگتر از   3917/2و    215/1های معادله مشخصه که به ترتیب  مرتبه یک و محاسبه ریشه
   د.شویید میأشرط مانایی مدل ت ،باشندیک می
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 بیزي براي تعیین مرتبه مدل   -کوئین و شوارتز -، حنانهمقادير آکائیک. 1جدول 
 5 4 3 2 1 مرتبه 

AIC -5/171945* 167157/5- -  115725/5 - 151545/5 -  082263/5 -  

HQ -5/096692* 04211844/5 -  940670/4 -  926474/4 -  807176/4 -  

SC -4/983688* 853396/4 -  676459/4 -  586775/4 -  391988/4 -  
 دهد. مرتبه انتخاب شده توسط معیار را نشان می *علامت 

   پژوهش هایمأخذ: یافته

  چندمتغیره نرمال    عیتوز  با   یدگی کش   و   یچولگ   که ن یا   آزمون   ا، یمارد  آزمون  براساس
  مقدار  و  01۶157/0برابر    p  - مقدار  با  0/ 838089  ی چولگ  مقدار  ر،ی خ   ا یدارد    مطابقت

  و است    داریمعن   یدرصد چولگ   5سطح    در  997/0برابر    p-مقدار  با  3399/9برابر    یدگی کش
درنظر گرفته    هاشوک  یبرا  چندمتغیرهنرمال چوله    عیتوز  ن ی بنابرا  ستی ن  داریمعن   یدگی کش

و توزیع    چندمتغیرهبا فرض توزیع نرمال    1  مدل اتورگرسیو برداری مرتبهاین  بنابر.  شودیم
 شده است.   برازش داده 2ها در جدول برای شوک چندمتغیرهنرمال چوله 

 گیري شده کادانا هاي تفاضلبراي داده  VAR(1)هاي برآورد شده در مدل پارامتر  .2 جدول
 𝜀𝑡~ 𝑀𝑁2 𝜀𝑡~𝑀𝑆𝑁2 برآوردها 

�̂�11 9103/0 7094/0  

�̂�12 2139/0  0149/0 -  

�̂�21 2018/0 -  4663/0 - 

�̂�22 3303/0  0255/0 

�̂�1 - 0703/0 

�̂�2 - 1066/0  

�̂�11 1646/0  1595/0 

�̂�12 09106/0 -  1003/0 -  

�̂�21 09106/0 -  1003/0 - 

�̂�22 11400/0  0977/0 

   پژوهش های مأخذ: یافته

ها مدل  دهند که برای این دادهاند، نشان میآمده  3در جدول  که  BICو  AICمعیارهای 
تر و کاراتر ها مناسببا فرض توزیع نرمال چوله چندمتغیره برای شوک  1اتورگرسیو مرتبه  
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مرتبه   اتورگرسیو  مدل  شوک  1از  برای  چندمتغیره  نرمال  توزیع  فرض  میبا  زیرا  ها  باشد 
 نمایی را نسبت به مدل دیگر دارد. اریتم درست، بیزی و منفی لگهکمترین مقادیر آکائیک 

 ها مدل براي   BICو   AICهاي. معیار3جدول 
 AIC BIC -Log-Like هاتوزیع شوک

𝜀𝑡~ 𝑀𝑁2 0226/282 836/286 011/139 

𝜀𝑡~ 𝑀𝑆𝑁2 6781/260 4915/265 339/128 

   پژوهش های مأخذ: یافته

 شود: صورت زیر نوشته میبنابراین مدل برازش داده شده به  

𝑦1𝑡 = 0.7094  𝑦1𝑡−1 − 0.0149  𝑦2𝑡−1 + 𝜀1𝑡 

𝑦2𝑡 = −0.4663 𝑦1𝑡−1 + 0.0255 𝑦2𝑡−1 + 𝜀2𝑡 

 هستند.   Uو  Eگیری شده به ترتیب متغیرهای تفاضل  𝑦2و   𝑦1که در آن  

 هاي کاربردي ايران . داده2-4
  ی ( را که درصد1ی ری گیماه  و  ی دارجنگل  ، یکشاورز  )شاخص  AFE  ر ی متغ  بخش،  ن ی در ا

تول د  دی از  م (  GDP)  2ی اخل ناخالص  نظر  در  را    با   مطابق   یکشاورز  صنعت  .میری گیاست 
  ی دارجنگل ،یبخش کشاورز  ن یشامل چند  (ISIC)  3ی صنعت  یالمللن ی ب  استاندارد  یبندطبقه
  بر ری متغ  ن ی ا رسدیبه نظر م اثرگذار است.  یداخل  ناخالص  دیتول  در  که شود یم یری گیو ماه

صنعت  EW)  4زنان   اشتغال در  زتأثیر(  است  مهم   رایگذار  نقش  بخش   یزنان  در    یهارا 
ا   ییهاهش وپژ  و  کنندیم  فای اصنعت    و  لاتیش   ،یکشاورز ت نهیزم  ن یدر    محققان  وسطها 
( 1399)  ۶و رضایی   ر ی ( و اسفنج2022)  5همکاران   و   اریفربه     توانیم  که   است   گرفته   صورت

تا    1991های  برای سال  7از سایت بانک جهانی  EWو    AFF  سالانه   یهادادهنمود.    اشاره 
به ترتیب با مقادیر    EWو    AFEهای فولر برای داده  - آزمون دیکی  گرفته شده است.   2021

 
1. Agriculture, Forestry and Fishing  

2. Gross Domestic Product 

3. International Standard Industrial Classification 

4. Employment of Women  

5. Faryaar, H., et al. 

6. Esfanjir, A.A. & Rezaei R.H. 

7. https://data.worldbank.org/country/iran-islamic-rep 

https://data.worldbank.org/country/iran-islamic-rep
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فرض  0/ 1438و    -335۶/0 رد  به  منجر  نمی  یهکه  نشان میصفر  دادهشوند،  مانا دهند که  ها 
مانا شوند. شکل باید  و  به    EWو    AFFی  هادادهنمودار    3  نیستند  نسبت    از   بعد  زمانرا 

  از مانا شده اند.    یری گتفاضل ن یاول  با   هاداده  که  رسدیم  نظر  به  و   دهدیم  نشان  ی ری گتفاضل
  EWو    AFEشده    یری گتفاضل  یرهای متغ  یبرا  فولر  -یکی د  آزمون  براساس  ،دیگر  طرف

  شود یمصفر رد    هی درصد فرض  5کمتر از    p-ریمقاد  با  -11۶7/3و    -3/ ۶733  ریمقاد  با  بیترت  به
مانا ت  یری گتفاضل  یهاداده  ییو    - حنان   ،هکیآکائ  یهاملاک  براساس.  شوندیم  دیی أشده 

  همچنین .شودیم  گرفته  درنظر  1  و،ی مرتبه مدل اتورگرس  4در جدول    یزی ب  -و شوارتز  ن یکوئ
  بیترت  به  که  مشخصه  معادله  یهاشهیر  محاسبه  و  1  مرتبه  یبردار  وی اتورگرس  مدل  برازش  با
  .دشویم دیی أت مدل ییمانا شرط ،باشندیم 1 از بزرگتر و 1/22و 8/5

 بیزي براي تعیین مرتبه مدل  0شوارتزکوئین و  -، حنانه. مقادير آکائیک4جدول
 5 4 3 2 1 مدل 

AIC 47261/0-  * 41093/0 -  363054/0 -  426175/0 -  16008/0 -  

HQ 39448/0- * 28070/0 -  180740/0 -  191771/0 -  126411/0 -  

SC 17810/0- * 079923/0 -  32414/0  457365/0  987461/0  

 دهد. مرتبه انتخاب شده توسط معیار را نشان می *علامت 

   پژوهش هایمأخذ: یافته

  برابر    p-مقدار  با  25004/2  برابر  هاشوک  یچولگ   مقدار  ،Mardia  آزمون  براساس
 نشان  درصد  5  سطح   در  0/ 9948  ربراب  p-مقدار  با  8941/8  برابر  ی دگی مقدارکش  و  0119/0

  ها شوک  ی چولگدار است و  یمعن  چندمتغیرهنرمال    عینسبت به توز  هاشوک  یچولگ   دهدیم
  ی برا  را  چندمتغیرهنرمال چوله    عیتوز  نیبنابرا  ست ی ن  دار یمعن  ی دگی کش  ی ول  شود یم  دی أیت

   .می ده یم زشنظر گرفته و مدل را برا در ها شوک

برآورد پارامترهای مدل اتورگرسیو مرتبه اول با فرض توزیع نرمال چندمتغیره و توزیع  
آمده   5در جدول  ها  برای ارزیابی مدل  BICو    AICها و معیارهای  نرمال چوله برای شوک

با    1ها مدل اتورگرسیو مرتبه  برای این دادهتوان نتیجه گرفت که  ها میبراساس آن  است.  
توزیع   برای شوکفرض  مناسبنرمال چوله چندمتغیره  اتورگرسیو  ها  مدل  از  کاراتر  و  تر 

،  هها است زیرا کمترین مقادیر آکائیکبا فرض توزیع نرمال چندمتغیره برای شوک  1مرتبه  
 نمایی را نسبت به مدل دیگر دارد.بیزی و منفی لگاریتم درست
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   EW و  AFFگیري هاي ايران بعد از تفاضل نمودار سري زمانی داده . 3 شکل

 
   پژوهش های مأخذ: یافته

 هاي تفاضل گیري شده ايران  براي داده  VAR(1). پارامترهاي برآورد شده در مدل 5جدول 

 𝜀𝑡~ 𝑀𝑁2 𝜀𝑡~𝑀𝑆𝑁2 برآوردها 

�̂�1 - 1104/0 

�̂�2 - 0798/0 -  

�̂�11 2397/1  2267/1 

�̂�12 2748/0  2836/0  

�̂�21 2748/0  2836/0 

�̂�22 3855/0  3796/0 

AIC 1145/146  9185/145 

BIC 8491/148  6531/148 
   پژوهش های مأخذ: یافته

 تواند به صورت زیر نوشته شود:بنابراین مدل برازش داده شده می

𝑦1𝑡 = −0.25626 𝑦1𝑡−1 − 0.78496  𝑦2𝑡−1 + 𝜀1𝑡 

𝑦2𝑡 = −0.09239 𝑦1𝑡−1 + 0.29052  𝑦2𝑡−1 + 𝜀2𝑡 
 .هستند EWو  AFFگیری شده های تفاضلبه ترتیب متغیر 𝑦2و   𝑦1که در آن  
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 گیري . نتیجه5
ها و  های کلان اقتصادی مستلزم توجه به بررسی و تحلیل صحیح دادهگذریتحلیل سیاست

زمانی چندمتغیره  ها است. هدف این مقاله گسترش مدل سری  سازی مناسب برای آنمدل 
های مالی و اقتصادی  های داخلی و خارجی در زمینهها در پژوهش بوده است زیرا این مدل

کنند. نوآوری این مقاله، در نظر گرفتن مدل اتورگرسیو چندمتغیره  نقش مهمی را ایفا می
با توزیع نرمال چوله چندمتغیره  برای شوکp  (VAR(p)مرتبه   ها است زیرا در برخی  (، 

های مدل از توزیع نرمال چندمتغیره وارد در مسائل واقعی مالی، اقتصادی و پزشکی شوکم
نمایی استفاده شد.  کنند. برای برآورد پارامترهای این مدل از روش بیشینه درستپیروی نمی

شود، الگوریتم  های بسته برای برآورد پارامترها از حل مشتقات حاصل نمیجاکه فرمازآن
ECM  برآ بهبرای  مدل  پارامترهای  مجموعه  ورد  دو  از  استفاده  با  سپس  شد.  گرفته  کار 

( و کشور ایران )برای  Uو    Eزمان متغیرهای  بندی همهای واقعی کشور کانادا )برای مدلداده
  VARاند، مدل  ها دارای چولگی بوده( که شوکEWو    AFFزمان متغیرهای  بندی هممدل 

ا با در نظر گرفتن توزیع نرمال چوله چندمتغیره و توزیع نرمال هبا مرتبه تعیین شده برای داده
ها، مدل  ها برای شوکها برازش داده و مشاهده شد که در این دادهچندمتغیره برای شوک

  BICو   AIC اتورگرسیو برداری با توزیع نرمال چوله چندمتغیره طبق معیارهای اطلاعاتی
 ل چندمتغیره بوده است. تر و کاراتر از مدل با توزیع نرمامناسب
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